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Démonstration directe de la formule Jacobienne de la 

transformation cubique. 

Note de l'Abbé Fa! de Bbuko. 



D'après les Fwidamenta, en supposant qu'il existe l'équation différentielle 

^ ; V(i— f)(i— W) p V(i— 0(1— *v)' 

en posant y = #f — , % J , œ = #(«),* on aura pour la première transformation 

réelle h ' 1 £» 

/2siT\ 
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(2) ^«_ N_£( M ).y-4- ffl UJ 



Lorsque » = 3 , il vient 

1 /S 2 (m) 



(3) „/« -\_<Sf(«) ^(l") 
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(t-*) = 



J" / i« . ,„„ v»/'»*' 



C'est cette formule qu'il s'agit de trouver directement. 

A cet effet je suppose que d'après Jacobi on ait sous la main les équations 
pour la transformation cubique 

(4) y-x (h + Cha? 



(5) 



A 

y— */ir «* 

vx = a, va = îj, a = — , 

u 



*La notation S signifie sitiam, ou sra employée par d'autres. C'est celle que j'adopte dans mon 
Traité complet sur les Fonctions elliptiques, sous presse ; notation qu'on trouvera très utile par sa 
concision et sa clarté. 
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ainsi que l'équation modulaire 

(6) m 4 — é + 2uv (1 — wV) = . 

Observons d'abord que l'équation (4) peut s'écrire 

l + ^-a* 
y-a,x 1 + b ^ , 

et qu'on a d'après les relations connues de Jacobi, 

Par conséquent il vient 

1 + ^œ* 
y = a x — 



a ° ,2™2 



H x*af 

«i 

ou encore, en remarquant que ^ = — , et en posant /3 2 = - 



a «i 



(7) 1 K 1 "^) 

* y /* 1 — a 2 /5V 

En comparant avec la (3) il faudra que /? = # f — - J , et alors l'équation (3) est 

démontrée. A cet effet remarquons qu'on a d'après (5) , 

m _ _^»_ _ l + 2a « + 2w 8 

aj a 2 m 6 

Posons /3 2 = z, nous aurons l'équation 

(8) v i + 2vu? + u«z = 0, 
tandis que l'équation modulaire correspondante (6) est 

v i + 2i*V — 2m» — m 4 = , 

équation qui à l'aide de la (8) devient 

(9) wV+ 2mj + w 4 = 0. 

En éliminant « entre des deux équations (8) et (9) il vient 

4 {uh - l)(z — 1) — (1 — wV) 2 = , 
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ou simplement, en remplapant s par 8 2 , u s par x, 

(10) 3 - 4{J* (1 + 7ê) + 6F/3 4 — x é B s — , 

qui est précisément le numérateur de l'expression de S (Sa), en posant 8 = S (a). 

21 
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Or si 3a = 2K, S (3a) s'annulle ; et par conséquent, a = — ^— est une racine 



de l'équation (10); donc 8 = iSf^r^ ■ 

Je profite de cette occasion pour faire voir comment on peut arriver 
simplement à un résultat de Mr. Cayley consigné dernièrement dans le v. 9 de ce 
Journal relativement à l'équation modulaire de 3 e ordre, 

(11) m 16 + v u + 1 2 (w 12 m 4 + u™v 4 ) — 16 («V + v n u n ) + 6wV. 
En posant 

2a = X + ±, 28 = X + ±,v = ±^/±, 

et en écrivant l'équation différentielle (1) sous la forme 

dy vdx 

s /T—2jy~-fy^ =Z s/l — 2aa?-fiï' 

il s'agit de savoir ce que devient l'équation (11) en fonction de a et 8 . 

À cet effet pour plus de clarté faisons pour le moment 7c — u i = u, X=v 4 =v, 
l'équation (il) deviendra 

(12) u 4 + v 4 + 12 (uv 3 -f- vu 3 ) — 16 (u 3 v 3 + uv) + 6uV = 0. 
Si on la divise par u 2 v 2 on aura 

(13) ^ + ^ +1 2(i + i)_l 6 (uv +1 L) + 1 2=0. 

Mais on a . 1 „ . 1 „# 

u-^ = 2a, v -\ = 28 , 

u v 

u 3 +- 1 -:=4a 3 — 2, v 3 +-i = 4/? 3 — 2. 

Il est facile de former d'après ces relations l'équation 

X % — Aa8X + 4 (a 2 + 8") — 4 = 0; 

VOL. X. 
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1 V u 

dont uv H , 1 , seront les racines, et on aura, en posant 

uv u v 

m = (a 2 — l)(/3 2 — 1), 

uv H = 2a{3 + Wm , — + — = 2a3 — Wm . 

uv vu 

Alors les termes de (13) étant tous connus en a, (3, on aura 

2 (a 2 /5 2 + 1) — (a + Pf = 4 (7 + a(3W{a 2 — l)JJP=ï) . 
En élevant au carré et réduisant, il viendra 
(14) a 4 +/? 4 — 64(a 3 (3 3 + a(3)— 186a 2 ^+ 60 (a/3 3 + /?a 3 ) + 196 (a 2 + /3 2 ) — 192, 

résultat qui coïncide avec celui déjà fourni par Mr. Cayley, en suivant une autre 
voie. 

Tukin, Juillet, 1887. 



